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境界要素法による偏心補強板の静的弾性曲げ解析
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Thepresentpaperproposesanintegralequationfbrmulationfbrstaticendinganditsimplementation

ofstifIenedelasticplatesu8ingboundaryelementmethod・FbraeccentricallystifIbnedplatewherethe

neutralaxisofribisnotinvolvedintheneutralplaneofelasticplate,in-planedefbrmationandout-of

planedefbrmationwillbecoupled，Itimpliesthatthebendingandplanestressdefbrmationoftheelastic

plateshouldbeconsideredtogetherwithtensile，bendingandtwistingdefbrmationoｆｔｈｅｒｉｂ、Inthis

paper,threecomponentsofinteractivefbrceandtwocomponentsofinteractivemomentbetweentheplate
andstiffeneraretreatedaslinedistributedunknownloads、Ebrimplementaionoftheresultngintegral

eqUations,quarticisopammetricelementsareusedfbrtheboundaryelementsoftheplate,ａｎｄconstant
elementsfbrtheintera心tiveloads・Thenumericalre8ultsobtainedbythecomputercodedevelopedin

thisstudyarediscussed,wherebytheversatilityofthepropＯＳedanalysismethodisdemonstrated．
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1.緒言

本研究では，弾性板に真直梁を接合した補強板の静的曲げ

問題を境界要素法により解析する．有限要素法による補強板

の解析においては，リブを含む要素に対し特殊要素を用いる

ことで解析を行っている（１）､(4)．境界要素法や境界積分方程

式法による解析では，弾性板とリブとの接合面に作用する荷

重をどのように評価するかで２つの手法に区別できる．すな

わち弾性板のたわみを用いてそれらの荷重を表す方法，およ

びそれらの荷重を直接未知量として扱う方法とに分けること

ができる．Hu-Hartley(5)やＴ途nakaFBercin(6)は前者の手法
に従い，補強線上での弾性板のたわみに対し，６次要素を用

いて解析を行っている．SapountzakisFKatsikadelis(7)や著者
ら(8)は後者の手法に従い，精度の良い解析が可能であるこ

とを確認している．特に著者らの提案する手法によれば，積

分方程式の離散化に境界要素法を用いることで，要素分割を

行うのは弾性板境界とリブ接合線のみですみ，また任意の位

霞および向きにリブが取り付けられた補強板を扱うことが可

能であり，効率的に解析を行うことができる．

Timoghenknの弾性支持平板の理論(9)では，接合線に沿っ

た弾性板横断面に生じる相当せん断力と曲げモーメントが，

リブに対してそれぞれ分布力および分布モーメントとして作

用するものとし，面外変形に対する定式化を行っている．し

かしながら，面外変形のみで解析を行うということは，弾性

板の中立面とリブの中立軸が一致しているという仮定のもと

で可能である．一般的にこれらは一致せず，弾性板およびリ

ブの中立軸に対し，偏心を伴う荷重が作用するものとして考

えるべきである．この場合，接合線において生じる線分布荷

重を介して面外変形と面内変形が連成する問題となる．

そこで本報では，この面外変形と面内変形が連成する補強

板の静的曲げ変形問題を取り上げ；境界要素法を用いた定式

化を示す．

2.理鏡

本研究では，Fig.１に示されるような補強板を考える．た

だしＸ１Ｘ２平面が弾性板中央面に一致するよう，またリブ横

断面の図心軸に一致するよう範'軸を，Ｘ３軸とｚ３軸が平行

になるよう，右手系に従って座標系を決定する．本研究では，

以下の仮定に基づいて定式化を行う．
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ただし，α；は接合線のｘ３座標であり，通常はα:＝±んp/２
である．ただしｈｐは弾性板の板厚である．一方リブに作用

する荷重は，ｚ'軸において作用する荷重として，次のよう
に表される．

（i）弾性板とリブは，ある一つの直線（接合線）において
接合する．

（ii）弾性板は一犠な等方弾性体であり，KimhhoHLIpveの
仮定に基づいた変形を生じる．

（iii）リブは一様な二軸対称断面を持ち，リブの引頚り変形，
曲げ変形，およびねじり変形はそれぞれ独立に扱うこ
とができる．

（iv)接合線における弾性板中立面に垂直な軸周りに作用す

るモーメントの効果は無視できる．すなわち，接合線

で生じる各座標軸方向の線分布カハ(j＝1,2,3)およ
び線分布モーメント命j(j＝1,2)を考慮する．

Timo8henlQoの理論(9)のような偏心しない補強板の場合，
面外変形と面内変形は独立に解析を行うことができる．ただ

しここで述べる面外変形とは，弾性板の曲げ変形，リブの⑰３
軸方向への曲げ変形および３F,軸まわりのねじり変形が連成

する問題であり，面内変形とは弾性板の面内変形（平面応力

状態)，リブの⑳2軸方向への曲げ変形および⑳,軸方向への

引張り変形が連成する問題である．偏心を持つ補強板の解析

においては，それぞれで連成問題となっている面内変形と面
外変形がさらに連成する問題となる．

弾性板およびリブそれぞれの中立面に対して偏心荷重と

して作用するため，これらの荷重を中立面に作用する荷重へ

と変換する必要がある．まず弾性板に対し，接合線ｒｃ上で
作用する荷重は，接合線ｒｃの中立面（Ｘ１ｘｚ平面）への垂

ただし，（21,22)は接合線の単位方向ベクトルのＸ,,遥成分，
α5は接合線の３６３座標であり，通常はα§＝±ん，．/2である．
ただし〃はリブの高さである．以上のように表される線分
布荷重の作用する弾性板およびリブを解析することとなる．

2.1.弾性板の曲げ変形に対する積分方程式

弾性板に作用する荷重は，既知の分布圧力や分布モーメ

ント，そしてリブとの接合線で生じる線分布力および線分布

モーメントである．一様分布力に対しては，その領域積分は

弾性板境界積分へと変換でき(10)'(11)，また線分布荷重に対

しては，接合線上のみの線積分で評価できるため，雛散化を
行うのは弾性板境界と接合線のみで良い．

弾性板の曲げ変形に対し，分布力Ｆおよび恐軸まわりの

分布モーメント“(j＝1,2)を受ける弾性板を考える．こ

の弾性板中央面のたわみＷに関する支配微分方程式は次式
で与えられる．
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ただし▽4は重調和作用素である．下付き添え字',ｊ＝１，２
は総和規約に従い，コンマの後の添え字はその座標での微分

を表す．Ｄは曲げ剛性，Ｅｄｊは交代記号であり，それぞれ以
下の式で表される．

鞄

Fig.１Ａmodelofaeccentrically8tiHenedplate

ただし，Ｅｐ,ｈＰ,８，１，はそれぞれ弾性板のYbung率，板厚,Poi8‐
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Ｓｏｎ比である．

直接法に基づく境界要素法により平板の古典理論を解析

するためには，次の正則化された積分方程式を用いることが

できる(12)､ｲ16）

〃脇_e肌+雌e"_卯_wM}l“

＋差I鵬{w-州}-W｡“‘Ｌ
ＡＣ＝１

＋ﾉ(;"．Fｄ‘､+ﾙ鰯筈"｡｡=。 (14）

ただし，恥は弾性板境界における外向き単位法線ベクトルの

成分，ｋｃはかど点をカウントする自然数，ＥＩＩは，括弧内

のかど点における不連続量の全かど点数jVとに関する総和を

意味する．また，ｅ",Ｍ０，Ｍhｔ,脇はそれぞれ法線方向たわ

み勾配，曲げモーメント，ねじりモーメント，相当せん断力

である．また，Ｗ・は式(11)の基本解であり，ｅ乳,Ｍ;:,Ｍ;:ｔ

は基本解Ｗ率から定義される関数である．

また，通常の境界要素法による弾性板の解析と同様に，た

わみおよびたわみ勾配に関する稲分方程式を用いることにす

る．たわみ勾配に関する正則化された積分方程式は，次式の

ように与えられる．
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弾性板における種分方程式を立てる際には，上式によって計

算されるたわみ勾配ｗ;i(y)を法線方向たわみ勾配ｅ宛(y)と

関連づけた境界積分方程式を用いる．以上の積分方程式に関

する詳細は文献を参照されたい(8),(12)~(16）

2.2.弾性板の面内変形に対する積分方程式

面内変形すなわち平面応力状態における変位場に対し，境界

上の変位と表面力を関係づける境界積分方程式はSomigliana

の公式を元に導出される('7)．

cfjUXy)＋炉uk釦=〃鰯｡r+人鴫祭｡T勘
j,ｊ＝1,2（16）

ただし，鴎,、(j＝1,2)はそれぞれ変位，表面力であり，上

付きアスタリスク（摩）はそれらに対する基本解であることを

示す．これらの具体形は参考文献を参照されたい(17)．Cjjは

ソース点ｙの題かれる境界形状に依存する定数であり,ソー

ス点りが領域内部に位置するとき6勺である．

2.3．リブの引彊り変形に対する積分方程式

リブに対して分布力として作用する月により，リブの引

張り変形が生じる．この変形に対し，支配微分方程式は次式

で与えられる（'7)．

｡"幾十脚,",EIM (17）

ただし，Ｅアはリブのヤング率，Ａはリブの断面積，山はリ

ブの局所座標系における⑳,方向の変位，Ｌはリブの長さで

ある．内点ｙにおける垂'方向変位ｕ’に対する積分方程式は

次のように与えられる．

州=I血}:-Ｍ:+ﾉ(L繊仙，匡仙
（18）

ただし，秘f(z,,y)は支配微分方程式(17)の基本解，Ｕ'はリ

ブ横断面に生じる引張り力，Ｕｆは引張り力に関する基本解

である．上式においてソース点ｙを境界へ移動することによ

り，境界上の変位秘，とその他の諸量を関係づける積分方程

式が得られる．

2.4．リブの曲げ変形に対する積分方程式

リブに作用する分布荷重蘭およびｍＥにより垂'ｪ3平面内

での曲げが，また窟により諺,毎2平面内での曲げが生じる．

一般的に，分布力『および分布モーメント、が作用するリ

ブの曲げに関する支配微分方程式は次式で与えられる（18)．

"I芸-'一芸=｡,",eＭ（'９）
ただし，ＥｒはリブのYbung率，Ｉはリブ断面の断面二次モー

メント，ｕはリブのたわみである．

このようなリブの内部の点ｙにおけるたわみに関する積

分方程式は次式で与えられる．

哩(,)=[幽零,]:-[’雲､]:+[､｡']:-1,．鯉)：

＋Ｉし("-’筆歳)"』,，eＭ (20）

ただし，８はたわみ勾配，ｍは曲げモーメント，Ｕはせん断

力であり，ｕ･は式(19)の基本解であり，0.,ｍ｡,Ｕ率は，変位

に関する基本解也寧により定義される関数である．

弾性板の静的曲げにおける定式化と同様，たわみ勾配に関

する稲分方程式は，式(20)をソース点の座標Ｕで微分する

ことで得られる．

等=開:-{筈"]:+[等'1:-[苦幽]：
＋ﾉ(‘(筈『-筈鹸)""，eＭ（２１）

これらの積分方程式を元に必要となる積分方程式を導出する．

－２５－
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ただし，Ｇｱはリブの横弾性係数，１１はリブの261軸周りの断

面二次極モーメント，やはリブの局所座標系におけるｚ'軸

まわりの回転角である．

リブのねじり変形に対しては，引張り変形と同様の定式化

を行うため，ここでは省略する．

2.6.接合線における力の釣り合い式

これまでの積分方程式には，すべて線分布荷重の線袖分が

含まれる．接合線上のある一点を考えた場合，弾性板に作用

する線分布荷重成分５つ，リブに作用する線分布荷重成分５

つの計１０個の未知数が余計に含まれているが，作用反作用

の関係から，接合線上で独立な線分布荷重成分は５つである．

ただし，雌(#＝1,2,3)は局所座標系でのリブ中立面の変位

成分，やは⑳'軸周りの回転角である．これらの諸量はすべ

て境界積分方程式により，リブの境界量および線分布荷重と

関係づけることができる．また，リブの接合線上での回転角

は次のように表される．

恥
一
鋤
地
一
唖

吻
＆
＋
一
Ｐ
Ｐ
１
２
２
２

一
一
一
一

１
２

へ
８
《
０

(33）

(34）

以上の式を用いて，たわみおよびたわみ勾配の連続の式は次

のように表される．
狩十貧＝０，ｊ＝1,2,3

減十侭＝０，‘＝１，２

(23）

(24）

2.5．リブのねじり変形に対する積分方程式

リブに対して作用する分布ねじりモーメントｍＹにより，

リブのねじり変形が生じる．この変形に対し，支配微分方程

式は次式で与えられる（'7)．

ｊ＝１，２，３

ｊ＝１，２

(35）

(36）2.7.接合線における変位および回転角の連続の式

接合線で独立な荷重成分を５つ考慮していることから，５

つの式を準備する必要がある．本研究では接合線上での変位

3成分およびｘ,,ｘ２軸まわりの回転角を用いることにする．

弾性板において，接合線上の全体座標系での変位α(j＝
1,2,3)はKirchhoffの仮定(9),(19)に基づき，次のように与
えられる．

以上のように，接合線上で５つの未知数を設定し，これらを

補うための５つの式を準備することができる．面内変形およ

び面外変形に対する境界積分方程式に加え，上記のたわみお

よびたわみ勾配の連続の式を連立して解くことで，対象とす

る補強板の解析を行うことができる．

3.数値解析例

Fig.２(i)に示すような全周単純支持され，一様分布荷重

1.0Ｐａが作用する補強板を考える．なお，弾性板およびリブ

ともYbung率Ｅ＝１７×l06Pa，Poisson比〃＝０．３を用い

た．弾性板部分の境界条件は図中に示す通りであり，リブは

両端自由支持された状態で取り付けてある．接合線における

線分布荷重を精度良く解析するため，弾性板部分の境界要素

は４次要素を用いて一辺５要素に分割し，各線分布荷重は一

定要素により１０要素に分割した(8)．適合条件式(35)およ
び(36)をこの一定要素の中心で取っているため，これらの

適合条件式はすべて，弾性板およびリブそれぞれの内点にお

ける変位や回転角に関して関係づける式となる．また，今回

はFig.２(ii)に示すような二通りのリブを考える．

Fig.３に補強板のたわみ形状を，Fig.４，５に補強板中心線

でのたわみを示す．また通ｂｌｅｌに補強板中央でのたわみ

を示す．McBeanの結果と比べ，およそ良い結果が得られて

いるものと思われる．なおMcBeanは要素内の面内変形と面

外変形の変位成分に対し完全多項式に基づいた有限要素を用

いた解析を行っている．

Fig.６～８に，未知数として直接計算される線分布荷重成
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(25）

(26）

(27）
糾ｂ

Ｕ３＝Ｗ

ただし，（U,,U2,ｗ)は弾性板中立面での変位成分である．こ

れらの変位成分は式(16)および(14)により，またたわみ勾

配成分は式(15)により，境界上の諸量および線分布荷重と

関係づけることができる．同様に，全体座標系での接合線上

の回転角成分ａ(f=1,2)は次式で表される.

鋤
而
”
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一
一
一
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《
ｅ
《
ａ

(28）

(29）

上式に含まれるたわみ勾配成分に対しては，式(15)を用い
ることができる．

一方，リブの諸量は局所座標系で表されるため，局所座標

系での変位成分を全体座標系へと変換する必要がある．接合

－２６－
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分を示す．ただし，これらの図は解析結果を直線で結んだ

に過ぎない点に注意していただきたい．
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thesti丘enedplatewitha8tiffenerofcaseA

4.結言

本研究では，弾性板の中立面とリブの中立軸が一致しない

偏心補強板の静的曲げ解析に対し，境界要素法および境界積

分方程式法に基づいた定式化を行い，開発した解析コードを

用いて例題を解析した．弾性板とリブの接合線上で線分布力

３成分と線分布モーメント２成分を考慮することで，面内変

形と面外変形が連成する問題を解析した．要素分割を行うの

は弾性板境界と補強線のみであるため，非常に効率的な解析

手法となる．
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